Zakladni setup

» d,m c N (budeme hledat zobrazeni ¢ : RY — R™)

» G C RI*™ oteviena (souradnice RT™ budeme znagit

(x,u) = (x1, ..., Xd, U1, ... Uy), pfipadné x, y, z resp. u, v, w)
(a,b) € G, kde (a,b) = (a1,...,ad,b1,...,bm) (bod, ktery je
feSenim rovnic a na jehoz okoli hledame dalsi feseni)
F:G—R" tedy F=(F,...,Fn), F;: G = R

F(a,b) =0(=(0,...,0) € R™), mazeme zapsat i jako soustavu

v

v

v

F1(817...,ad7b1,...,bm):0

Fm(al,...,ad,bl,...,bm) =0
Chceme ¢(a) = b, F(x,¢(x)) =0, nebo jako soustavu

Fl(Xla~~~aXd7501(X1>-~'»Xd)w'w@m(xlwuaxd)) =0

Fo(Xty ooy Xdy 01(Xts oy Xd )y o s @m(X1, -y x4)) =0



Véta (o implicitnim zobrazent)
Necht G C RI*™ je oteviend, F : G — R™, F € CK(G) pro néjaké
k €N, (a,b) € G C RI*™. Predpoklidejme, 7e F(a, b) = 0 a Ze plati

g—,;i(a,b) g—z_;(a,b) gTFrln(a,b)
O2a0) G2(ab) ... 9P2(ab)

det _ _ _ #0.
Fn F Fn
Ym(ab) Gem(ab) ... 9fmab)

Potom existuji §, A > 0 takovd, Ze

> pro kazdé x € U(a,d) existuje pravé jedno y € U(b, A) takové, ze
F(x,u) =0,

> je-li p zobrazeni prirazujici bodu x bod y jako vyse, je toto
zobrazeni CX(U(a,§)).



prod=m=1

Véta (o implicitni funkci)
Necht G C R? je otevrend, F : G — R, F € CX(G) pro néjaké k € N,
(a, b) € G C R2. Predpoklidejme, ze
» F(a,b) =0,
» 9 b)#0.
Potom existuji 6, A > 0 a C funkce ¢ : (a—9,a+08) = R, p(a) = b, Ze
> F(x,0(x)) =0
> {(x,u) € G: F(x,u)=0}N[(a—0d,a+0) x(b—A,b+A)] =graf ¢



prod=m=1

> F(x,0(x)) =0
> {(x,u) € G: F(x,u)=0}N[(a—0d,a+0)x(b—A,b+A)] =graf ¢

fxwYE6: Fxu=0}

b-0 B (m—ﬂ«mﬂ x (-4, b+ )



d=m=1

Mé&jme
> F(x,u) = u® 4+ xu®> + x+u, (G =R?)
> (a,b) =(0,0)
Pak
> F(a,b) =0
> 9E (. u) =50t +2xu+ 1, atedy ZE(0,0) =1 0.

Existuje tedy 6 >0 a ¢ : (—0,0) = R, ¢(0) = 0, splhujici

F(x,p(x)) =0, xe&:(=94,0).

Navic, protoze F € C*®(R?), je i p € C*°((—6,6)).
Zkusime spocitat ¢’(x). Mame

0= F(x, p(x)) = (x)° + x¢(x)* + x + ¢(x)
Tedy

0 = 5p(x)*¢’(x) + ©(x)* + 2xp(x)¢' (x) + 1+ ¢'(x)



d=m=1
Existuje 6 > 0a ¢ : (—6,9) = R, ¢(0) = 0, splaujici

F(x,o(x)) =0, xe¢&:(=9,9).

Navic, protoze F € C®(R?), je i p € C*°((—6,6)).
Zkusime spocitat ¢’(x). Mame

0= F(x, (x)) = (x)° + x¢(x)* + x + ¢(x)
Tedy

0 = 5p(x)*¢’(x) + (x)? + 2xp(x)¢(x) + 1 + ¢ (x)
Po apravé
B o(x)?+1
5p(x)* + 2xp(x) +1
Protoze p(0) = 0 mame ¢'(0) = —1.
Zkusime spocitat jesté ¢”’(0), mame
0 = 200(x)*(¢'(x))? + Bep(x)*¢" (x) + 20(x)¢' (x)
+20(x) ' (x) + 2x(¢' (x))* + 2xp(x)" (x) + ¢ (x)

¢'(x) =



0 = F(x,0(x)) = o(x)® + xp(x)* + x + p(x),
0 = 50(x)*¢'(x) + 9(x)* + 2xp(x)¢' (x) + 1 + ¢'(x)
Protoze ©(0) = 0 mame ¢’(0) = —1.
0 — 2000 (00 + 5 ) + 2000 ()
+ 20(x)¢@" (x) + 2x(¢(x))* + 2xp(x)@" (x) + ¢" (x)
Tedy (protoze ¢(0) =0 a ¢'(0) = —1)

0=0+0+0
+0+4+0+40+¢"(0)

a ¢”’(0) = 0. Plati tedy napriklad p(x) = —x + o(x?).
Zaroven vime, ze ¢ je rostouci na okoli bodu 0 (podobné mtzeme
vySetfovat konvexitu/konkavitu €i existenci extrému v 0).



d=m=1
Méame F(x,u) = u® + xu® + x + u a F(x,¢(x)) =0, ¢(0) =0,
©’'(0) = —1 a ¢"(0) = 0.¢'(0) jsme spocitali ze vzorecku

(x, u)
(x, 1)

(x) = - P+ w4l
PO 5p(x)* +2xp(x) +1  But+2xu+1

SJ‘QJ Q;‘Q)

) %0
9E0,000)  9E(0.0)
Obecny vzorecek odvodime podobné pomoci fetizkového pravidla
OF OF
F(f(x).8(x) = 7 (F(x),8(x)) - F'(x) + 5-(f(x). g(x)) - &'(x)

pouzitého pro f(x) = x, g(x) = ¢(x).

a tedy ¢'(0) =

Mame 0 = (F(x, p(x))) = Z—Z(x, o(x)) + g—f(x, ©(x)) - ¢'(x)

a staci pouzit p(a) = b, coz dava



d=1m=1
Mame F(x,u) = u® + xu® + x + u a F(x,p(x)) =0, ¢(0) =0,
¢’ (0) = —1 a ¢”(0) = 0.¢(0) jsme spoditali ze vzorecku

o(x)?+1 . 41 __%(X,U)
5p(x)* +2xp(x)+1  But+2xu+1 gi(x u)
u )

¥'(x) =—

; g—F(o 0) g—F(o 0)
2o SO =0 oy = Do)
i ©% ¢

Obecny vzorecek odvodime podobné (pomoci fetizkového pravidla)
F(F(x), 8(x) = 9E(F(). () F (x) + FE(F(x). g(x))e’ (x)

pro £(x) = x, g(x) = p(x)

mame 0 = (F(x,o(x)))’ = 9E (x, 0(x)) + 9E (x, 0(x))¢/ (x) a staci
pouzit ¢(a) = b, coz dava



prod =2, m=1

Véta (o implicitni funkci)
Necht G C R3 je otevrend, F : G — R, F € CX(G) pro néjaké k € N,
(a1, a2, b) = (a,b) € G C R? x R. Predpokladejme, ze
» F(a,b) =0,
» 9@ b)#0.
Potom existuji §, A > 0 a C* funkce ¢ : U(a,8) — R, p(a) = b, e
> Flxy,0(xy)) =0
> {(x,y,u) € G:F(x,y,u) =0}N[U(a,0) x (b— A, b+ A)] = graf ¢



prod=2 m=1

> F(x,y,0(x,y)) =0

> {(x,y,u) € G: F(x,y,u) =0}N[U(a,9) x (b—A, b+ A)] =graf ¢

fonywy Fr Y= o}
Y

~{
\(7”

DA



d=2 m=1
F(x,y,u) =sin(xy) + ¥ —u?, a=(0,1), b=1
» F ma spojité parcialni derivace vsech rada
> F(0,1,1) =0

> %f(x y,u) = x2e<% — 312 a tedy ?(0 1,1)=-3+#0

Potom existuji 6, A > 0 a C* funkce ¢ : U(a,d) — R, ze

> F(x,y,0(x,y)) =0
> {(x,y,u) € G:F(x,y,u) =0}N[U(a,6) x (b— A, b+ A)] = graf ¢
Spocitame V(0, 1), obecné plati

%(a): 8X( b) 350() 7%(8’@
o e T e

g—i(x,y7 u) = ycos(xy) + 2xue Y, g—g(x,y, u) = xcos(xy).

F
(0,1,1) =1,

0 F oF
1 ]_ = _— 1 ]_ == —J.
8)( (Oa ) ) 03 aU (Oa ) ) 3

oF
dy



d=2 m=1

F(x,y,u) = cos(xy) + e ¢ — 3 a=(0,1), b=1
Spocitame V(0,1), obecné pIatl
OF
0~ _ 9L b) Op ) _ By (@b)
Ox 9F(a,p)" Oy 9F (a,b)
oF oF oF
0,1,1)=1, = —o < __3
I (0,1,1) -y (0,1,1) =0, £y (0,1,1) 3
OF
Op %(07 L) 1 9y Ty(a’ b)
Ted)'a(o»l): "3 2 o) =—gF—=0
m(ovlv 1) Y m(aa b)

a Vi(0,1) = (3,0). Protoze ¢ je C existuje totélni diferencial
dp(0,1) = Zdx.

8x, (a b)
3u( ’b)

Pripad m =1, d € N, analogicky -3 (a)



d=1m=2

Véta (o implicitnim zobrazeni (kfivce))
Msme G C R x R? otevienou, (a1, b1, ba) = (a,b) € G, F: G — R?,

F:(x,u,v) = (Fi(x, u,v), Fa(x, u, v)).

Predpokladejme, ze
» F(a,b) =0,
F F
Tt GHab)
> det(Jy) := det # 0.
925 ) 9F2(a, 1)
ou \ % ov \®
Potom existuji 5, A > 0 a C* funkce ¢ : U(a,0) — R, p(a) = b, Ze
> F(x,¢1(x),¢2(x)) = 0
> {(x,u,v) € G: F(x,u,v)=0}N[(a—d,a+d) x U(b,A)] = graf ¢



prOd:17 m=72

{(X7y7Z) :y2+22_1=0}

«O> < Fr «=»

«=>

Q>



prOd:17 m=72

((6y,2):y? — 2 =0}

«O> < Fr «=»

«=

v



prOd:]'a m=72

{(x.y,2) 1 y2+22 =1, y2 —z=0}

Q>



prod=1 m=2

> F(X7@1(X)7@2(X)) = 0
» {(x,u,v) € G: F(x,u,v) =0}N[(a—d,a+ ) x Ub,A)] =graf ¢

N foyuv): Fexwv) 20}



d=1m=2

%)
Spocitdme J, =
%2 (a)
Ox
Mame
Fi(x, 1(x), p2(x)) = 0
F2(X7 <)Ol(X)v @Z(X)) =0
Derivovanim téchto rovnic podle x dostaneme v bodé (a, b)
ok OF 9¢1 OFy Opa , \
o (3,0)+ —=(a,b) - —=(a) + 5-(a,b) - —=(a) =0
8F2 8F2 8@1 8[-'2
W(av b) + E(a, b) 7( )

dp2, |
o (Bt (2, b) —=(a) =0

Ox
Coz Ize prepsat jako

9 (ab) Yra b)) (%2 B 3F1(ab)
Taab) G20 \G2G)

8F2 (a b)



(%F;(a b) G b)) (%ﬁ—l(a)) o (
G2b) G2(an) \G2)

-1
Ou Ov

Poznamenejme, ze J;,;' existuje protoze det(Jy) # 0.
Pro obecné m analogicky:

, F,
%1 (a) G(ab) - §hab)
90, OF,, . oF,,
%(a) Tul(av b) m(aa b)

OF;
ox
OF,
Ox

(a, b)
(a, b)

@\ (SR Grab)  (Gab
992 (5 9F>(5,6) 9F2(a,b) o

|



d=1m=2
Méjme (0,0,1) e R x R, tj. a=0, b=(0,1) a

Fi(x,u,v) =x* +ut + v — 1,
Fi(x,u,v) = xuv + &'t —e

Zjevné F1(0,0,1) = F»(0,0,1) = 0. Dale

4x3 403 4v3
JF = (JX‘JU) = (UV + ex+u+v XV + ex+u+v xu -+ ex+u+v

a tedy
0 4
JF(070a 1) = (e e e)

det <° 4> — _4e#0, <° 4>
e e e e
Podle vzorecku pak mame

Jp(0,1) = —Jy " dx = — (i ;) (2) = (01)

o

-
I
RN
ENES |
o =
Ool=
N—



d=m=2

Méme G C R? x R? otevrenou, (a1, az, b1, b2) = (a,b) € G, F: G — R?

F: (X»% u, V) — (Fl(X7y7 u, V)7F2(X7y7 u, V))

Predpokladejme, ze

> F(a,b) =0,
91 (a0) 9Fr(ap)

> det 8: Gli_/ #0.
Tj(aa b) 87\/2(37 b)

Potom existuji §, A > 0 a C* funkce ¢ : U(a,0) — R, p(a) = b, ze
> Fxy 1(xy),92(xy)) =0

> {(x,y,u,v) € G: F(x,y,u,v) =0} N[U(a,d) x U(b,A)] = graf ¢



d=m=2
%) Y

He@ e

Spocitame J, =

Mame
Fl(Xayagol(me)aSDZ(Xay)) =0

FZ(X7y7§01(X7}/)7§02(X7y)) =0

Derivovanim téchto rovnic podle x dostaneme v bodé (a, b)

OF, OF, D1 OF oz \
Th(a,b)+ (b)) + 5 (a,b) - 2 (a) = 0
oF; 8/:2 8(,01 oF 8902 .
T2(a,b)+ 5 2(a,b) - () + 52 (a,b) - 2 (a) = 0

Coz lze prepsat jako

(%(37 b) G, b)) (%(a)) B (3F1(a b))
9F2(a,b) 9F2(ab)) \982(a) 92 (a, b)



d=m=2

Mame

(%ﬁl(a b) 90, b)) (%‘%(a)) B (aﬁ(a b))
Faab) Gran) \G2) G2 (a.0)

Derivovanim rovnic podle y dostaneme v bodé (a, b)

Oy Ry der s 0RO
3 (a.b) + .*(a. b) 3, (a) + 5-(a. b) - ay( a)=0
OF; @ D1 ok D2,
ay( ,b)+ 5 (a,b)- 9y =5, (@ + 5. (a,b)- Dy ——(a)=0
Coz Ize prepsat jako
0
(%(m) %(a,b)> %) %’;l(a,b)
d ~ | oF
82(a,0) 9f2(a0)) \52() &2(a.0)



d=m=2

Mame

a tedy
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0F;

ou

oF,
u

0F;

0F,

Ou

9F1(a, b)
9F2 (a, b))

92 (a, b)

(a,b)

(a, b)

(a,b)
(a, b)




d=m=2

%(a) - %(a,b) %(a,b) )
(%%(a)) N (%F( A ’b))
261(2) 9 (a,b) 9F1(a,b)
%—?(a) _(%’E(a,b) %sz(avb))
Tedy J, = Jy"'Jx, kde
Jx = %(a’b) %51(87/3) Ju:(%
Y2ab) Y2ab)) T2

0F
ov
0F,
Jv

(a, b)
(a, b)

|



d=m=2
Ukazeme, ze soustava
xu? 4 e’y Xy +v =2,
v2+x3y+ﬂ—y3:1,
X
urCuje na okoli bodu (1,0,1,0) implicitné zadané zobrazeni ¢
(proménnych x a y) a spocitame J,(1,0).
Polozime ,
Fi(x,y,u,v) =xu> +e" " —xy +v—2,
Fl(vavuvv) = V2+X3y+ﬂ _y3 -1
X
Zjevné F1(1,0,1,0) = F»(1,0,1,0) = 0. Dale

W2—y et —x 2xu  2ve” Y 41
Jr = (Uxldu) =

3><2y—X—u2 x3 —3y? )1< 2v

a tedy



d=m=2

Fi(x,y,u,v) :Xu2+e"2+yfxy+vf2,
Fl(X7y7u7v):V2+X3y+ﬂiy371'
X

Zjevné F1(1,0,1,0) = F»(1,0,1,0) =0 a

1 0 21
JF(1,0,1,0):(JX|JU):(_1 - 0)

det(Jy) = G é) =1 G (1)> - <(1J —12>

Existuji tedy 6, A > 0 a ¢ = (p1,¢2) : U((1,0),0) — R?, 7e
¢(1,0) = (1,0) a

F(x,y,¢(x,y), ¢(x,y)) = (0,0)

Podle vzorecku pak mame

Jo(1,0) = —Jy hx =~ <(1) —12> (—11 (1)) = (-13 _21)



Véta (o implicitnim zobrazent)
Necht G C RI*™ je oteviend, F : G — R™, F € C*(G) pro néjaké
k €N, (a,b) € G C R¥*™. Predpoklsdejme, Ze

> F(a,b) =0,

> det(Ju) # 0.
Potom existuji §, A > 0 takovd, Ze pro kazdé x € U(a, ) existuje pravé
Jedno y € U(b, A) takové, ze F(x,u) = 0. Navic, oznacime-lIi jako ¢
zobrazeni prifazujici bodu x € U(a,d) bod y € U(b, A) jako vyse, je toto
zobrazeni CK(U(a, d)).
Zsroveri plati J, = —J; " Jx.
Pro pripomenuti:

S@ab) - Gab) Silab) - Gik(ab)

JX 7JU:

Fr, . OFm Fo, . OFn
Gmab) - Gfm(ab) Ofm(ab) - Gfm(ab)



inverzni zobrazeni (d = m)

Méjme soustavu
Aut,... ug) = xa

fd(U17...,ud) = Xd

Pro f; € CX(G), G C R? oteviena, i = 1,...d. Polozme f = (f,...,f4)
aF=(F,...,Fy), kde

Fi(xt, - s Xdytny.oytug) = fur, ... uq) —x;, i=1,...,d.
Potom f: G —-R%a F: G xRY — R? jsou C* a
Jr(x, u) = (= Ida [Jr(u))

Pokud (a, b) € R? x RY je n&jakym Fesenim soustavy F(a,b) =0 a
det(Jr(b)) # 0 potom na okoli bodu a Ize definovat zobrazeni ¢, pro
které plati F(x,p(x)) =0, coz je totéz jako

F(p(x)) = 1dg -x

Tedy ¢ je inverzni zobrazeni (na okoli bodu a) k zobrazeni f.
Navic Jr = —J; 1 (—Idg) = J; 1.



